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Sucesiones funciones. Convergencia puntual

Sucesion de funciones

Definicién

Una sucesion de funciones serd cualquier sucesién de la forma {f,} donde,
para todo n € N, f, : D— R es una funcidn real (todas las funciones de
la sucesién tienen el mismo dominio D C R).

Ejemplos
) fa(x) = e xe0,1]. i) f(x)—E x€eR
n _l—i—nx’ s 4] n _X2n—|—1’

2 x\"

i) f(x) = ne ™, xeR. iv) f(x)=(—=) . xe[-1,2]

i) fo(x) = ne X € iv)  fa(x) (ﬁ) x €| |
—nx2 . X2n

v) fo(x) =2nxe”™", xe€[0,1]. vi) fr(x)= o1 eR
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Sucesiones funciones. Convergencia puntual

Limite puntual

Observacion. Para cada x € D tenemos definida una sucesién {f,(x)}
de ndmeros reales, que puede o no ser convergente segin el punto x € D
escogido.

Ejemplos

Dados los valores x = 0, %, 1,—1,2, considera para cada caso del ejemplo
anterior aquellos valores de x que tengan sentido. Escribe las sucesiones
correspondientes. jCudles de esas sucesiones tienen limite? jcuanto vale?

. nx3 . X2 — 1
) fa(x) = T <€ [0,1]. i) fa(x)= o1 <€ R.
i) fa(x) = ne™™ xeR. iv)  fa(x) = <\%> , x€[-1,2].
) . X2n
v) fo(x) =2nxe™™", xe€[0,1]. vi) fr(x)= o1 eR.
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Sucesiones funciones. Convergencia puntual

Limite puntual

Definicion
Sea {f,} una sucesién de funciones en D C R, llamaremos campo de
convergencia de esta sucesion al conjunto

A={xeD: |: fo(x) es convergente} C D.

Definicién

Sea {f,} una sucesién de funciones definida en D C R y sea A su campo
de convergencia. Llamaremos limite puntual de la sucesién {f,} en A a
la aplicacién f : A — R definida como

f(x) = ILm fa(x) para todo x € A.

Ejercicio
Escribe la definicién anterior con € y ng.
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Sucesiones funciones. Convergencia puntual

Limite puntual

Ejercicios

1 Calcula el campo de convergencia y el limite puntual de las funciones

1].
" x € [0,1]

V) fo(x) =2nxe ™, x €0,1].

. X2n -1
i) fa(x) = X2y 1

V) fo(x) = <\%> x €[-1,2).

x eR.

Vl) fn(X) = m, x €R.

2 Plantea una sucesién de funciones, estudia su campo de convergencia

y el limite puntual.
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Sucesiones funciones. Convergencia puntual Convergencia puntual, continuidad y derivabilidad

Convergencia puntual, continuidad y derivabilidad

La convergencia puntual no conserva la continuidad ni la
derivabilidad.

Ejemplo. Sea la sucesién de funciones {f,(x)} = {x"}. Todas las f, son
continuas y derivables, sin embargo, el limite puntual no es una funcién
continua y por tanto, tampoco derivable.
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Sucesiones funciones. Convergencia puntual Convergencia puntual y acotaciéon

Convergencia puntual y acotacion |

La convergencia puntual no conserva la acotacion

© Puede existir limite puntual y estar acotado aunque las funciones de
la sucesién no estén acotadas. Ver la sucesién definida en (0, 1), dada

1
por fp(x) = T
© Pueden ser acotadas todas las funciones de la sucesién y no ser
acoatada la funcién limite.
. ‘w\\ “‘\
Y

A
\

\
=il

Ejercicio
Encuentra una expresién analitica de una sucesidén de funciones que se
corresponda con la segunda grafica.
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Sucesiones funciones. Convergencia puntual Convergencia puntual y acotaciéon

Convergencia puntual y acotacion 1|

Definicion
Se dice que una sucesién {f,} con f, : D — R, estd uniformemente

acotada (o que tiene una cota comdin) si existe M € R, de modo que
|fa(x)| < M para todo n € Ny para todo x € D.

Teorema

Si {fn} es una sucesion de funciones uniformemente acotada, convergente
puntualmente a f, entonces f esta acotada.

Ejercicio

Demuestra el teorema anterior.
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Sucesiones funciones. Convergencia puntual Convergencia puntual e integracion

Convergencia puntual e integracion

El limite puntual de funciones integrables en [a, b] no tiene porqué ser
integrable, y atin siéndolo no tiene porqué cumplirse que

b b
lim fnp = lim f,.
n—o0 a a n—o0

Ejemplos. Consideremos las siguientes sucesiones de funciones, la primera
se define goemétricamente y la segunda viene dada por f,(x) = nx(1—x?)"
para todo x € [0,1]. En ambos casos se tiene

nli_)n;o/olf,,() 7&/ (lim fo(x ))dx:/olodx:o.
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Sucesiones funciones. Convergencia puntual Convergencia puntual e integracion

Convergencia puntual e integracion |l

Observacion.

Los ejemplos anteriores muestran sucesiones que no son uniformemente
acotadas. El siguiente teorema muestra cudndo se puede permutar el limite
y la integral, para sucesiones uniformemente acotadas.

Teorema (Arzela)

Sea {f,} es una sucesién de funciones en el intervalo [a, b] que converge
puntualmente a funcién f. Supongamos que se que verifica:

@ Es uniformemente acotada,

© Cada término de la sucesion es una funcion integrable Riemann en
[a, B],
© f es integrable Riemann en [a, b].

Entonces, se tiene

JL";O / ol /ab&'L”;o ) .
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Sucesiones de funciones. Convergencia uniforme
Convergencia uniforme

Consideraremos que A = D # (). En caso contrario restringiremos D a su
campo de convergencia.

Definicién
Sea {f,} una sucesién de funciones definida en D y sea f : D — R.

Diremos que {f,} converge uniformemente a f en D, siy solo si, para
todo € > 0 existe ng(¢) tal que

|fa(x) = F(x)| <,
para todo n > ng(e) y para todo x € D.

Ejercicios.

© Demuestra que si {f,} converge uniformemente a f en D, entonces
{fy} converge puntualmente a f en D.

© Encuentra un ejemplo que muestre que el reciproco no es cierto.
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Sucesiones de funciones. Convergencia uniforme

Criterio del supremo

Proposicion (Criterio del supremo)

Seaf,:D— R, neN, yseaf: D — R. Sea M, = sup{|fs(x) —f(x)] :
x € D}. Entonces,

{fa} converge uniformemente a f en D < lim M, = 0.

n—oo
. nx* 2
Ejemplo. Sea f,(x) = T+ O X € [0,1], y f(x) = x=. Como
3
M, = sup{| e —x?|:x€0,1]} = i se tiene que f, converge
1+ nx ’ 1+n

uniformemente.
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Sucesiones de funciones. Convergencia uniforme Convergencia uniforme, acotacién y continuidad

Teorema (Convergencia uniforme y acotacion)

Sea {fp} una sucesion de funciones acotadas en D tales que {f,} converge
uniformemente a f en D. Entonces f estd acotada en D y la sucesion {f,}
estd uniformemente acotada en D.

Teorema (Convergencia uniforme y continuidad)

Sea {f,} una sucesién de funciones definida en D C R tal que f,(x) es
continua en D, para todo n € N, y tal que {f,} converge uniformemente a
f en D. Entonces f es continua en D.

Ejercicio. El reciproco no es cierto. Encuentra un ejemplo de una sucesién
de funciones continuas que converjan a una funcién continua pero no
uniformemente.

Teorema (Dini)

Sea D compacto y {f,} una sucesién de funciones continuas sobre D que
converge puntualmente a una funcion f continua en D. Si la sucesion {f,}
es mondtona en D, entonces {f,} converge uniformemente.
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Sucesiones de funciones. Convergencia uniforme Convergencia uniforme e integracion

Teorema (Convergencia uniforme e integracion)

Sea {fy(x)} una sucesion de funciones Riemann integrables en [a, b], para
todo n € Z, que converge uniformemente a una funcién f. Entonces f es
Riemann-integrable en [a, b] y ademds

b b
lim / fa(x)dx = / [ lim fn(x)} dx.
n—o0 n—oo
a a
Observacién. La convergencia uniforme no es condicién necesaria.
Las dos sucesiones convergen puntualmente a 0, pero no uniformemente, y
por el teorema de Arzela,

:Oo/olf,,(x)dx:/ol“

||_>ngo fa(x) dx = 0.

#
" fa(x) = nx(1 — x)" con x
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Sucesiones de funciones. Convergencia uniforme Convergencia uniforme y derivacion

Convergencia uniforme y derivacion |

La convergencia uniforme de la sucesién no es suficiente, para afirmar algo
sobre la sucesién derivada.

Puede ocurrir que una sucesién de funciones {f,} sea derivable para todo
n, que converja uniformemente y que su limite no sea derivable
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Sucesiones de funciones. Convergencia uniforme Convergencia uniforme y derivacion

Convergencia uniforme y derivacion Il

Teorema (Convergencia uniforme y derivacion)
Sea {fp} una sucesion de funciones derivables en [a, b] tales que:
© La sucesion {f,(c)} converge para algiin c € |a, b].
@ {f]} converge uniformemente en |[a, b].
Entonces {f,} converge uniformemente en [a,b] a una funcion derivable

f:[a, b] — R que verifica

f'(x) = ntngo fl(x) Vx € [a, b].
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Series de funciones

Series de funciones

Definicién

Sea D C Ry sea {f,} una sucesién de funciones en D. Se considera la
o0

serie E fr. Llamaremos campo de convergencia de la serie al campo de
k:1 . . .
convergencia A de la sucesién de suma parciales

Sn(x) = A(X) + R(x) + ...+ fa(x) = D filx).
k=1

La serie ) 2, fx es convergente en A, a la funcién h : A— R, que
llamaremos suma de la serie, dada por

h(x) = lim S,(x), Vx € A.

n—o0

La serie de funciones converge uniformemente a h en A, si S, — h

uniformemente en A.
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Series de funciones

Prueba M de Weierstrass

Teorema

Sea {f,} una sucesién de funciones definidas en D C R. Sea {M,} una
sucesion de niimeros reales positivos, tales que

|fa(x)| < M, para todo x € D,

tal que
oo
Z M,, es convergente.

n=1

Entonces

o oo
E foy E |fa| convergen uniformemente en D.
n=1 n=1
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Series de funciones
Ejemplos
o Z cos(kzx) CeR
(2) Sea < x >= distancia de x al entero mds préximo. Consideramos la

serie ., .
< 10%x >
hl0 =3 S
k=0

o T e 1 o Tz G ' e
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Series de potencias

Series de potencias

Definicién

Sea {an} € Ry xp € R, llamaremos serie de potencias de centro xp y
coeficientes a,, a la expresion

(e 9]

Z a,,(x — Xo)n = ap + al(x — Xg) =+ 82(X — Xo)2 —+ .-
n=0

oo
Si xg = 0, se tiene Z anx".

Llamaremos dominio de la serie de potencias a su campo de convergencia
D

Observaciéon. Como xg € D, se tiene que D # ().
La funcién suma de la serie de potencias S : D — R sera

S(x) = Z an(x — x0)",
n=0
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Series de potencias Serie de potencias. Radio de convergencia

Formula de Cauchy-Hadamard
Proposicién

Sea xp € R y sea {a,} C R tal que existe limsup \/|an| = .. Entonces
n—o0

oo
Q Sia=0= Z an(x — x0)" converge absolutamente para todo x € R.
n=0

(o)
Q Sia=0c0=> g an(x — xp)" converge tnicamente para x = x.

n=0
o0
. 1 ) . n
Q@ Si0<a<ooyr=—, se tiene que la serie g an(x —xp)":
!
n=0

@ Converge absolutamente si x € (xg — r,xo + r).
@ No converge si x ¢ [xo — r,xo + r].
© No puede asegurarse nada si x = xg £ r.

1 . . . .
Al valor r = — se le denomina radio de convergencia de la serie de
e

pOtenc'as' . Sucesiones y series de funciones 21 /
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Series de potencias Serie de potencias. Radio de convergencia
Convergencia uniforme de la serie de potencias

Proposicion

o0

Sea E anx" una serie de potencias con radio de convergencia r.
n=0 .
Entonces, las series

o0 o0
>_anx"y 3 lanx"|
n=0 n=0

convergen uniformemente en [—b, b|, para todo b < r.

. Sucesiones y series de funciones
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Series de potencias Serie de potencias. Integracién y derivacién

Corolario (Integraciéon de una serie de potencias)

oo

Sea f(x) = Z anx" una serie de potencias con radio de convergencia r > 0.
n=0

Entonces, para todo x € [0, r) se cumple

x x [e) [e) X 00 Xn+1
f(t)dt:/ ant" | dt = </ a,,t”dt) =) ap .
Corolario (Derivacién de una serie de potencias)
o0
Sea f(x) = Zanx" una serie de potencias con radio de convergencia
n=0

r > 0. Entonces la serie derivada Y °°, na,x"~1 tiene el mismo radio de

convergencia y
o0 / oo
/ —
f'(x) = E anx" | =) (anx") = E na,x"71 Vx € (=r,r)
n=0 n=0 n=1 . . .
Sucesiones y series de funciones 23 /
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Series de potencias Serie de Taylor
Polinomio de Taylor

Definicion (Polinomio de Taylor)

Sea f : A— R, A C R intervalo abierto y sea f una funcién n veces
derivable en a € A. Llamaremos polinomio n-ésimo de Taylor asociado a la
funcién f en a (cuando a = 0 se denomina polinomio de Maclaurin) a:

Praf() = £(a) + - ey + P ey

Teorema (de Taylor)

Seaf: A— R, AC R abierto, f derivable n+ 1 veces en A, y sea a € A.
Entonces se verifica que

donde ¢ un punto del intervalo que une x con a.

. Sucesiones y series de funciones 24 /
Grado M+1 () CALcuLo Il 27



Series de potencias Serie de Taylor

Serie de Taylor

Teorema

o
Si el radio de convergencia de la serie de potencias f(x) = Z an(x —xo)",
n=0
es mayor que cero, entonces
X
a, = ————, Vne NU{0}.
n
Observacidon. Toda serie de potencias con centro xp y r > 0 es la suma de

su serie de Taylor en xg, entendiendo por serie de Taylor en xg el desarrollo
ilimitado del polinomio de Taylor en xp.

00 % £(n) X
f(x) = Zan(x —xp)" = Z fi(o)(x —x0)", Vx€&(xo—r,xo+r).
n=0

n!
n=0
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Series de potencias Desarrollos en serie de Taylor

Desarrollos en serie de Taylor
Definicion
Diremos que una funcién f puede desarrollarse en serie de potencias con

oo
centro en el punto xp, si y solo si, existe r > 0 y existe Z an(x — xp)" de

n=0
forma que

f(x) = Za,,(x —x0)", Vx€ (xo—r,xo+r).
n=0

Cuando f es desarrollable en serie alrededor de xp, se dice que f es analitica
€n Xp.
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Grado M+ () CALCULO I 27



Series de potencias Desarrollos en serie de Taylor
Observacion.

@ Si f es analitica en un punto xp entonces, f tiene derivadas de todos
los érdenes en xp y se tiene que en un entorno de xgy

oo
f(n)(XO) n
f(x) = Z T(X — o)
n=0
@ Sea R, (x) es el resto n-ésimo del desarrollo de Taylor. Si f tiene
derivadas de todos los érdenes en un entorno de xp, se cumple

f esanaliticaenxy <= lim R, (x) =0, Vx € B(xo,r),
n—oo

f(n+1)(c)

(n+1)!
derivadas de todos los érdenes en B(xg, r) y las derivadase son
uniformemente acotadas en B(xp, r), entonces f es analitica en xp.

© Como Ry (x) = )t

(x — xo0 , resulta que si f tiene
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